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1　分数のかけ算を教える過程
1.1　分数のかけ算の学年配当
分数のかけ算は周知のように小学校高学年の算数で学習する。現行（平成 20 年告示）の学
習指導要領での分数に関する学年配当を表 1-1-1 にまとめた。
表 1-1-1　分数に関する学年配当
学年 2 年 3 年 4 年 5 年 6 年
内容 簡単な分数 真分数±真分数
（同分母）
帯分数±帯分数
（同分母）
分数±分数（異分母）
分数×整数，
分数÷整数
分数×分数
分数÷分数
これから，次の特徴を見出すことができる。
（1）　分数の加減は，異分母と同分母とが 4・5 年を境として分かれている。
（2）　 分数に関する乗除に関しては，5 年で「分数×整数」，「分数÷整数」で，6 年で「分
数×分数，分数÷分数」と分割されている。
（3）　 同分母の分数の加減は，真分数のものは小 3，帯分数は，小 4 と分割されている。
そのそれぞれについて，他の学年配当との関係を述べる。（3）は，あまりのある割り算が 3
年であるので，仮分数を帯分数に直すときに，必要な計算が既習となった 4 年に帯分数を配
置した結果である。（1）に関しては，5 年に約数・倍数が配当されている。約分・通分が必要
となる計算が 5 年以降となっているのも，（3）で述べたようなこれらを既習事項とできるよ
うな配当としたことによるものである。（2）に関しては，過去の歴代の学習指導要領の学年
配当では，必ずしも一般的ではない。理由としては次の 2 つを考えることができる。第 1 は，
分数×分数などを 5 年とすると，5 年の学習内容が多くなりすぎるので，6 年に回したこと。
第 2 は，分数×整数は，分数の累加によって説明できるので，量×量の形の文章題からの
立式の困難さを，5 年生で回避することができることである。
1.2　分数のかけ算の単元構成
一般的な算数の授業の分数×分数の単元はどのような流れで学習されているのかの一例と
して東京書籍版の検定済教科書（6 年上）の単元構成を表 1-2-1 に記す。
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表 1- 2 - 1　分数のかけ算　分数のかけ算を考えよう　学習指導計画
小単元 時 おもな学習内容
1 分数のかけ算 1 分数をかけることの意味
2 真分数×真分数の計算の仕方
3 真分数×真分数の計算の途中で約分すること
4 整数×分数，帯分数の乗法計算
5 辺の長さが分数のときの面積公式の適用
6 分数の連乗の計算
分数の場合の交換法則，結合法則，分配法則
7 逆数の意味と求め方
2 まとめ 8 学習内容の熟練（力をつけるもんだい）
9 学習内容の理解（しあげのもんだい）
これは，小学校 6 年の学習単元構成であるが，当然 5 年までの既習事項が利用される。
後の章で述べることになるが，これらの他に，既習関連事項として「商分数」が重要である。
分数，例えば，
2
─
3  
は，1 として考えているもの（例えば，折
り紙 1枚や，ピザ 1枚などの 1の具体物にあたるものである）
を 3 等分して，それを 2 つ合わせたものである。これが 
2
─
3 
の定義である。その一方で，1 の 2 つ分である 2 を 3 等分
した量がある。これを X と記せば，この X は図 1-2-1 のよ
うに生成の仕方が異なるので，
2
─
3   
とは区別されるべきである。
それを概念としては区別されても，数の大きさとしては同じであると考えるのが，「商分数」
の考え方である。
1.3　現行教科書にみる「導入」と「展開」
近年の算数の授業創りでは，｢問題解決型学習｣の形式をとることが，大切とされている（1）。
授業の段落を，
　　　・問題をつかむ
　　　・自力解決（机間指導）
　　　・練り上げ
　　　・まとめ
などを軸とする数個にわけるものである。分数×分数の単元の一番初めの授業についても例
外ではない。
たとえば東京書籍の教科書（小学校 6 年上 p.23）を使った授業では次のようになるだろう。
次のような文章題が提示される。
次に教師は式がどうなるかを問う。
児童は
4
─
5
  
× 
2
─
3 
 
と答えるだろう。ただ，この問
答は，分数×分数の場合は，整数×整数の
図 1-2-1　
2
─
3   
は X と一致する
1dL で，板を
4
─
5
㎡ぬれるペンキがあります。
このペンキ  
2
─
3   
dL では，板を何㎡ぬれますか。
1  →  ÷ 3 →  
1
─
3   
→  × 2   →  
2
─
3 
1   → × 2  →  2  →  ÷ 3  →   X
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それに比べればかなり難しい。教科書では，
・　たくみさんの考え（何個分かと考える）
・　しんじさんの考え（言葉の式，（1dL でぬれる面積）×（使う量）に当てはめる），
・　かおりさんの考え（平行な 2 本の数直線の図によって考える）
の 3 者を紹介している。この他にも「分からない」という子どもも実際の教室ではいるのだ
ろうが，こうした代表的な考えを他の児童の発表を聞くことによって理解して自分の考えと
する。ここで分数×分数を使う場面が提示されたことになる。
さらに教師は「答えは何ですか」と問う。ここまでが問題解決型学習でいう「問題をつかむ」
である。
次に授業の段落は「自力解決」へと進む。児童それぞれが，教師に投げかけられた問いであ
る「答えは何ですか」を考え始める。このときに子どもがどのように考えるかについては，子
ども次第であるので予想はしにくい。しかし，教科書の記述ではまた「~ さんの考えとして，
典型的なクラスでは，このような方法で子どもが考えるといった例が示されている。前述の東
書の教科書についていえば，「ゆみさんの考え」と「ひろきさんの考え」の 2 つである。
【ゆみさんの考え】東書 6 上　p.24
教科書の吹き出しとして次のように記されている。「ま
ず， 
1
─
3 
 
dLでぬれる面積を求めて…」。この， 
1
─
3 
 
dL でぬ
れる面積とは，1dL の 3 分の 1 であるので， 
4
─
5 
㎡の3
分の1，つまり，これを3等分した面積である。この
吹き出しの中の図は，この考えを進める補助となる
ように記されている。正方形の縦の長さの 
4
─
5 
の部分が
着色されている。1dLでかべをぬることができる面積
を縦の長さとしてあらわしていることになる。濃い薄いを無視すれば，着色部分の面積が 1dL
でかべをぬることができる面積を表している。そして，これの左の 1─3 
  
の部分が， 1─3 
  
dLでぬれる
面積となる。ここで，正方形の横の長さがペンキの分量を表すことになる。この図をかくことで，
（1dL でぬれる面積）×（使う量）
という言葉の式で表せる量を，正方形の中の部分である長方形の面積として表した。つまり，
長方形の面積を求める問題に帰着させたことになる。
そのような図は面積図（2）と呼ばれている。
【ひろきさんの考え】
かける数である 
2
─
3
 
を整数になおして考える方法である。この問題の場合 
2
─
3
（かける数）を 3 倍
して，積を 3 でわることになる。これは，5 年生で学習した分数×整数と小数のかけ算のと
きに学習した「かける数を○倍すると，積も○倍になる」という計算のきまりをもとに考え
ている。教科書では，それぞれの答えにむかって考えを進めた記述もなされている。
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【ほかの考え】
教科書の例以外の考えとして次のものが考えられる。もとにしている考えは「ひろきさんの
考えと同様に「かける数を○倍すると，積も○倍になる」であるが，被乗数と乗数に分母（こ
こでは 5 と 3）の最小公倍数である 15 をかけて答えを 15 でわるという方法も考えられる。
dL を mL や L にかえて考える方法もあるが，これは小数になってしまうのでこの問題の場
合使えない。また，通分して考えた場合も結局分数×分数の式になってしまうので解法には
適していない。
このようにして，いろいろな考えがでることとなる。これらを，クラス全体で共有しようと
するのが「練り上げ」の段階である。代表的ないくつかの考え方を教師は子どもを指名して発
表させる。そのそれぞれについて意見を出させて，よりよいものを目指させるのが，この段階
である。
答えは，8─
15
である。しかし，この問題の答えを得たからといって，分数×分数を計算する
一般的な方法，つまり
　　　「分母どうし，分子どうしをそれぞれかける」
を，子どもが習得しているとはいえない。
教科書はさらに記述を進めている。しかし，この問題固有の数値で途中の計算過程を振り
返ったとしても答えを出す時点になると，15 が，5×3 であるとか，8 が 2×4 であることは，
子どもの記憶から消えている可能性が濃厚であるからだ。たとえば，ほかの数値の問題。
1
─
2
× 3─
4
の答えが 3─
8
であること
の説明を全員ができるとは限らない。また，数値も単位も異なる場合に同じ方法で解けると
いう考えを子どもがもつとは言い切れない。
教科書では，答えが出たあとに分数×分数の計算の仕方は「分母どうし，分子どうしをそれ
ぞれかける」とまとめている。しかし，これを導き出す過程は単純ではなく，理解するのも難しい。
現行の教科書の多くは分数のかけ算を量×量で導入している。しかし，「まとめ」の段階で
計算の手順を一般化して考えることがよく理解できないままだと，計算方法だけを丸暗記して
しまうことになるだろう。また，式を立てる過程で，複数の考えを理解して自分の考えとして
いく過程について記したが，必ずしもこうした過程が円滑に行われるとは限らないし，はじめ
の 1 題についてできたとしても，以降の問題に転移しているかどうかは完全に保証されている
とは限らない。このような場合，文章題が出てくるたびに立式でつまずくことになる。
1.4　本研究の目標
以上 1.1 から 1.3 で，分数×分数での既習事項を含め学習内容や学習の流れをみてきた。
ここから分数×分数を導入する授業で 2 つの問題点が見出された。
（1） 分数×分数の計算方法についての指導はなされているが，分数×分数の型の式と，
それによって表される文章問題との対応が付けにくい。
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（2） 分数×の計算は，
　　 「分母が，分母×分母，分子が，分子×分子である分数を作ればよい」
　　 となる理由の説明が，すべての児童にとって理解しやすく，納得のいくものである保
証はない。
本研究では，（2）について考察し，その具体的な改善策の一例を示すことを目標としたい。
（1）については，既に成城学園初等学校による研究（3）が為されている。ここではごく簡単に
その内容を以下に記しておきたい。それは，分数のかけ算と，小数のかけ算とを，一緒に教え
ることによって両者の関連をとらえやすくする指導の提案である。検定済教科書の一例として
東京書籍での時間配当を 1.2 に記したが，表 1- 4-1 として成城学園のプランを示す。
表 1-4 -1　成城学園　分数×分数　単元構成
小単元 学習内容
小数×整数（2 時間） 計算の意味と計算の仕方を考える。その際，整数×整数の計算に関連させ
ながら計算の仕方を考える。
分数×分数（2 時間） 分数×分数の意味と計算の仕方を考える途中で約分して計算する問題を考
える。
小数の筆算（1 時間） 小数×小数の筆算を考える。
帯分数の計算（1 時間） 帯分数×帯分数の計算の仕方を考える。
積と乗数の関係（1 時間）小数×小数，分数×分数の積と乗数の関係を考える。
計算の工夫（1 時間） 小数×小数，分数×分数の計算を工夫して求める。
倍とかけ算（1 時間） 小数×小数，分数×分数の倍の意味を考える。
練習と評価（3 時間） 練習，評価
検定済教科書に比べれば時間数が増えるが，小数での指導時間を考えると，合わせて教える
ことによって却って時間数の消費が少なくて済む。このように第 1 の問題点（1）に関しては，
解決への見通しが比較的得やすいのではあるが，第 2 の問題点に関しては，落ち着いて検討す
る必要があると判断した。そこで，（2）に関する改善策の提案を本研究の目標とする。
ここで，1.3 に見た問題点について，簡単に振り返っておこう。子どもは，4─5 ×
2─3 の積が
8
─
15
となることを，授業の中で説明したり，他の児童や教師の説明を聞いたりする学習を行う。そ
の説明としては，面積図による方法や，かけ算の性質による方法が教科書などに示されていた。
この他の方法がありうるだろうか。また，小学校 6 年生の児童にとって，どれが分かりやすい
方法であろうか。これを第 1 の疑問としておこう。
次に 4─5 ×
2─3 =
8
─
15
という特殊な事実から，計算の一般的な方法としての，
分数×分数の積は，分子が，両方の分子×分子の積。
分母が両方の分母×分母の積。
ということを導くことである。教科書にその説明が記載されているが，ここでも同様に，こ
の他の方法がありうるだろうか，どれが分かりやすい方法であろうかが問題となる。これを
第 2 の疑問としておく。
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これらの疑問を，先行事例などを参考にしながら，なるべく具体的な授業書の形で提案する
ことが本研究の目標である。
【参考・引用文献】
（1）文部省『数と計算の指導』1.3 問題解決の指導 , 大日本図書 ,1986
（2）銀林浩・篠田幹男『かけ算とわり算』（算数の本質がわかる授業 2）日本標準 ,2008
（3） 成城学園初等学校数学研究部『成城学園の算数　だから「小数と分数」は一緒に教える』東洋館
出版社 ,2008
2　いくつかの先行事例から
2.1　倍概念の概要
倍操作は乗法（かけ算）と密接な関連を持ちながら，かけ算と区別するべき性質を持ってい
る。この概略について述べる。かけ算は小学校 2 年生での学習内容であるが，一般的にかけ算
とは「1 つ分がわかっているときに，個数がわかっていれば数えなくても全体量がわかる」と
いう性質をもっている。公式に表すとこのようになる。
（単位当たり量）×（その分量）＝全体量
一方，Ｎ倍するという倍操作は一種の関数である。
平林一栄は，「あるお金で同じ単価の鉛筆が何本買えるかというような計算を何回もくり返
していても『関数』概念は生まれてこないであろう。…（中略）…ブラックボックスまたは自
動販売機の模型が適切であろう。…新しい概念の導入ということは，ファン・ヒーレの理論で
は学習水準の上昇ということに相当するであろうから，そのためにはなんらかの教具が有用で
あり，ときには必要である」（1）と述べた。
これまでみたように，「Ｎ倍する」を関数（機能）として考えるとき，次に列挙する性質は
基本性質，もしくは基本性質に準ずる性質として重要である。
（1） 「Ｎ等分する」がその逆関数である。
（2）  「Ｍ倍する」ことを行ってから，「Ｎ倍する」ことを行った結果は，行う順を入れ替
えた「Ｎ倍する」をしてから「Ｍ倍する」ことと結果は同じとなる（可逆性）。
（3）  「Ｍ倍してからＮ倍する」という倍の合成は，「Ｍ×Ｎ倍する」に一致する（合成の
結果が積となる）。
（4） 「Ｎ倍する」の逆関数は，「Ｎ等分する逆関数」
（5） 「Ｎ倍する」をしてから「Ｍ等分する」合成操作を≪操作甲≫
  「Ｍ等分する」をしてから「Ｎ倍する」という合成操作を≪操作乙≫とすると，この
両者，≪操作甲≫と≪操作乙≫とは同じ操作である。
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最後にあげた性質（5）は，既に 1.2 に「商分数」として述べた内容である。
なお，これらは，必ずしも論理的に独立したものではない。例えば，（3）と整数の乗法の交
換法則を用いれば，次のように，（2）を証明することができる。
（証明）
A）  「Ｍ倍する」ことを行ってから，「Ｎ倍する」ことを行った結果は，（3）によって，
　  「M × N 倍する」である。
B） 「N 倍する」ことを行ってから，「M 倍する」ことを行った結果は，（3）によって，
　   「N × M 倍する」である。さらに整数の乗法の交換法則，M×N ＝ N×M なので，これは
　  「M × N 倍する」ことと一致する。
A），B）より，「Ｍ倍する」ことを行ってから，「Ｎ倍する」ことを行った結果と，「N 倍する」
ことを行ってから，「M 倍する」ことを行った結果とは，ともに「M×N 倍する」ことである
ので一致する。この性質は（2）として述べた性質に他ならない。■（証明了）
2.2　統辞体系の指導
松下（野中）佳代は，現実世界の事物と，数学世界の記号とを結び付ける教具の機能に着目し，
事物と数学記号の間の仲介物という意味での「半具体物」として教具をとらえた（2）。また，「記
号」の働きには，内容的な側面と統辞体系とがあるので，教具にはその両者を表現する可能性
があることを指摘した。ここでは，
　　  ［現実世界の具体物］─（形態の類似）─［準具体物（内容的側面を表現）］
　 　  ─［半具体物］─（統辞体系を共通に持つ）─［数学世界の記号］
の図式に従って，「準具体物」と「半具体物」とを区別した。
たとえば，3 という数自体も 3 というものよりも，3 個のりんご，3 本の鉛筆などをまとめ
て抽象化して 3 という概念が生まれているそこで教具であるタイルで 3 という内容的な側面
を表している。この意味でタイルは「準具体物」である。
関数に関して有名な教具としては「ブラックボックス」がある。100 円玉を入れると缶ジュ
ースが出てくる自動販売機，電流を流すと光が出てくる電球など世の中には，ある一定の働き
をもつものがたくさんある。それらの具体的なものを抽象化して働きをもつものとしての関数
を考えるために，上からカードを入れると下から別のものがかかれたカードが出てくるものが
「ブラックボックス」である。これは関数のもつ内容的な側面をあらわしているので，関数の「準
具体物」として機能する教具である。
その一方で，数の統辞体系である 10 進位取り記数法もタイルは表す。バラのタイルを 10
個集めると，10 の位の 1 という数字に対応する 1 本のタイルに変身し，10 本のタイルは百の
位の 1 という数字に対応する 1 枚のタイルに変身する。この意味でタイルは，数に対する「半
具体物」としても機能するといえる。
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では，関数に対応する「半具体物」とはなにか。この教具が表すべき統辞体系として，前節
2.1 に述べた，関数の合成と逆とを考える。すると，次節 2.3 で紹介する DIME プロジェクト
の旗の図は，この関数の「半具体物」として注目されるだろう。
2.3　DIME プロジェクトでのアプローチ
DIME Project は，「草の根の教材開発」として有名なイギリスを中心に用いられた授業書群
である（3）。現代的な教材を子どもの作業を通じて分かりやすく教える手法が注目される。正
田良（4）に多くを負って，その様子を紹介する。DIME の授業書のそれぞれは，表紙，表紙裏
の「Start Here」のページ，裏表紙裏の見開きの Target Test，さらにその前のまとめのページ
である「What have you learnt?」を合わせた 16 ページの小冊子となっている。
これらは 6 つの授業書群が扱われているが，ここで注目するのが 1 番最初にある「Operations 
1：Flags」である。この中では，「旗の図」と「計算機（Number Machine）」のプログラムを，
言葉（Words）を使って表すこと，さらにそれを代数の文字を使って表すことという 3 通り
の表現について扱われている。「Operations 1：Flags」がどのような構成になっているかを表
2-3-1 として示す。
これらからわかるように，関数の基本的な文法である，「合成」と「逆」を含んで「旗の図」
を主な表現手段として，数の対応としての関数を表すことを導入し，若干の練習ができるよう
になっている。図 2-3-1 に Operations2 での旗の図の用例を示した。入力の数値例は，大きさ
の順番でも等間隔でもなく記されている。
表 2-3-1　Operations 1：Flags の構成
頁 表題　（翻訳）
1 Flags and Number Mappings（数の対応と旗の図）
2 Double Flags（2 重に並んだ旗　─合成関数の導入─）
3 Three Number Machines（3 台の計算機　─3 つの関数の合成─）
4 Puzzle Page（旗の図に関するクイズ旗を並べる順─）
5 Going Backwards（後戻り─逆関数の導入）
6 Machines in reverse（機械の逆操作─旗の裏側）
7 Inverse operations（操作と逆操作の関係）
8 Two-stage Operations（2 段階の対応─その逆操作─）
9 Understanding inverse（逆操作を理解する─卑近な例について─）
10 Celsius and Fahrenheit（温度計の摂氏と華氏─対応の応用例として）
入力と出力との対応を示す線は互いに平
行な矢線であって，どのような機能の結
果であるかを示すのは単に添えられた旗
に記される［× 3］，［－ 2］などの記号に
よるのみとなっている。
図 2-3-1　旗の図の用例
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2.4　道数協のプラン
酒井は，北海道地区数学教育協議会の授業プリントをもとに，授業書を作り，小学校 6年生
の倍や比例などの既習の子どもたちに 15時間の授業によって構成された単元を実施した。その
授業記録を論文（5）に報告している。その授業の各時間は，表 2－4－1のように構成されている。
表 2- 4 -1　酒井による「倍と分布」指導計画
ここに見られるのは，前節 2.3でみたような，数
の対応（関数）に関する教材系列が，分数×分数
の算法への理解へと接近していく様子である。「倍
と定義と拡張」の 6時間分のプロセスを表 2- 4 -2
に示した。
表 2- 4 - 2　倍の定義と拡張の構成
時 頁 学習内容
整数倍 1 1・2 倍とは何か　倍の合成
2 3・4 関係の倍　　分数倍
分数倍 3 4・5 分数倍　　　線分の等分（単位分数倍のしかた）
4 7 単位分数倍
5 8 分数倍（整数倍と単位分数の合成）
6 9・10 分数倍の合成と逆オペレーター　倍をもとめる
2.3 で紹介した DIME プロジェクトと比較を表 2 － 4 － 3 に試みる。
表 2- 4 - 3　DIME と酒井プランとの比較
DIME の内容 酒井プラン
1： （数の対応と旗の図）
2：（2 重に並んだ旗　―合成関数の導入―） 1：倍とは何か　倍の合成
2：関係の倍　　分数倍
3：（3 台の計算機─3 つの関数の合成─）
4：（旗の図に関するクイズ─旗を並べる順─）
3：分数倍　線分の等分（単位分数倍のしかた）
5：（後戻り─逆関数の導入─）
6：（機械の逆操作─旗の裏側─）
7：（操作と逆操作の関係）
4：単位分数倍
8：（2 段階の対応─その逆操作─）
9：（逆操作を理解する─卑近な例について─）
5：分数倍（整数倍と単位分数の合成）
6： 分数倍の合成と逆オペレーター　倍をもとめる
10：（温度計の摂氏と華氏─対応の応用例として）
以上の比較から次の類似点と相違点をあげることができる。
学習内容 時間
倍の定義と拡張 6 時間
倍の用法 3 時間
歩合と百分率 2 時間
分布 3 時間
テスト 1 時間
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類似点
・ある数を入れるとある数が出てくるような道具を用いて，計算を行っている。（関数）
・～してから―するのような操作をしている。（合成）
相違点
・道数協では，逆操作を単位分数で扱っている。（÷3 →× 1─
3
）
・DIME では「＋，－，×，÷」を扱っているが，道数協では「×，÷」のみの扱いである。
・DIME では，3 つの関数の合成を扱っているが，道数協では 2 つの関数の合成までを扱う。
・ DIME では，入れた数と出てきた数をみて中の働きを考える，また中の働きの順番を考え
るという演習も行っているが，道数協にはそれがない。
・DIME では，2 段階の逆操作を扱っているが，道数協はそれがない。
・DIME では，途中から箱に変わって旗の図になるが，道数協はずっと箱のままである。
DIMEでは整数の四則計算を扱い，関数の要素が多いことがわかる。一方，酒井のプランでは，
乗除の計算を主に扱い，量の整数倍の段階から分数倍まで倍の概念を拡張している。3 章以降
では，これらのプランの特徴を生かしながら具体的な授業書を作成していくことにする。
【参考・引用文献】
（1） 平林一栄「教具論」赤摂也（編著）『算数・数学教育の理論と構造』（教育学講座 11）学習研究
社 ,1980，p.301
（2） 野中佳代「教具の構成に関する一考察」『教育方法学研究』第 11巻 ,1986,pp.97-105
（3） 正田　良『DIME授業書による楽しい数学』明治図書出版 ,1987
（4） 正田　良「2数直線図の特徴とその利用」　『日本数学教育学会第 46回秋期研究大会要領』口頭発表（宇
都宮大学）, 2013
（5） 酒井義信「学習プリント『倍と分布』と授業記録」『教授学の探求』19,北海道大学大学院教育学研究
院教育方法学研究室 , 2002,pp.25-75
3　倍の教育可能性についての調査
3.1　調査の概要
私たちの卒業研究の一環として「魔法の旗についてのクイズ」を企画し実施した。その内容
や結果について正田（1）（2）を参考にしながら述べる。
［目的］　関数の初歩としての倍に関する把握を狙ったプログラム学習を意図したプリント「魔
法の旗についてのクイズ」に関して，どのような子どもに関して学習が可能であるかを調べる。
［方法］　質問紙法によって，小学校 3 年から中学校 2 年までの子ども，239 名に対する調査
を実行し集計する。その質問紙は，学習を意図した本体の他に，被験者の特徴を調べる部分，
本体によって学習を行った感想を調べる部分によって構成されている。その構成の詳細に関
しては，表 3 -1-1 に記す。被験者数に関しては，表 3 -1- 2 に記す。
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表 3 -1-1　回答用紙の回答欄の構成
小問 問の名称 形態 設問目的 質問の内容
万位
（5 桁を集計時付
与する。各位は
右記のように意
味づける）
回答の同定 回答者の学年（小 3：3，小 4：4，…，中 2：8）
千位 回答の同定 回答者の所属する学校（今回では常時 1 とする）
百位 回答の同定 回答者の所属するクラス
（以上の 3 桁をクラス ID とする）
下 2桁 回答の同定 （2 桁）そのクラスの中での回収順の番号
01 【1】① 正誤 回答者の特徴 求差の問題。藤村（1995）による
02 ② 正誤 回答者の特徴 濃さの問題。前掲の藤村にあるものの類題。
03 ③ 正誤 回答者の特徴 「時速 30 ㎞」が，だいたい何の速さかの把握。
04 ④ 正誤 回答者の特徴 倍に関する問題（帰一算）
05 ⑤ 正誤 回答者の特徴 乗法の作問（6 × 3）
06 【2】 正誤 教材本体 旗の表示［＋ 2］から関数の機能（2 増やす）を答える。
07 【3】ア 正誤 教材本体 加法を表す旗の入力から出力を答える。
08 イ 正誤 教材本体 加法を表す旗の入力から出力を答える。
09 ウ 正誤 教材本体 加法を表す旗の出力から入力を答える。
10 【4】ア 正誤 教材本体 乗法を表す旗の入力から出力を答える。
11 イ 正誤 教材本体 乗法を表す旗の出力から入力を答える。
12 ウ 正誤 教材本体 乗法を表す旗の入力から出力を答える。
13 【5】ア 正誤 教材本体 旗の表示を入出力の組から答える。
14 イ 正誤 教材本体 旗の表示を入出力の組から答える。
15 ウ 正誤 教材本体 旗の表示を入出力の組から答える。
16 【6】① 正誤 教材本体 2 つの加法操作を合成した機能。
17 ② 正誤 教材本体 2 つの乗法操作を合成した機能。
18 ③ 正誤 教材本体 乗・加法の合成（1 本の旗では表せない）。
19 【7】 正誤 教材本体 3 本の旗を並べかえて所与の機能を持たせる。
20 【8】ア 正誤 教材本体 逆関数（逆移動で表示される旗の裏）
21 イ 正誤 教材本体 逆関数（　　　〃　　　　　　〃　）
22 ウ 正誤 教材本体 逆関数。ただし，［× 0］の裏。
23 【9】ア 正誤 教材本体 合成関数の逆関数。［× 2］→［＋ 3］の逆が，
［ア：－ 3］→［イ：÷ 2］である。24 イ 正誤 教材本体
25 ウ 正誤 教材本体 ［× 2］→［＋ 10］の逆が，［÷ 2］→［ウ：－ 5］。
26 【10】① 5 件法 本体への感想 新奇性（1：よくみる～ 5：めずらしい）
27 ② 5 件法 本体への感想 難易度（～ 5：すごく難しい）
28 ③ 5 件法 本体への感想 算数・数学との関連（～ 5：すごく関係ある）
29 ④ 5 件法 本体への感想 面白味（～ 5：すごく面白い）
30 ⑤ 5 件法 回答者の特徴 算数・数学の得意不得意。（～ 5：かなり得意）
表 3-1- 2　回答者の人数
学年（学年番号） 学級数 学級の人数 計
小学校 3 年（3） 2 31 32 63
小学校 4 年（4） 1 34 － 34
小学校 5 年（5） 1 37 － 37
小学校 6 年（6） 1 26 － 26
中学校 1 年（7） 2 17 16 33
中学校 2 年（8） 2 23 23 46
（大学生（9）） 25 25
合　　計 9 264
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　2013（平成 25）年 9 月から 12 月にかけて，小学校 3 年生から中学校 2 年生の 9 学級，合
計 239 人から回答を得た。どの学年に関しても同じ学校の学級であった。また，中学校を除
き各学年が属する学校は互いに異なっている。実施時間は，45 ～ 50 分程度でそれぞれの学校
の時間に即して行われている。
3.2　調査の結果
各問の学年ごとの正答率を求めた。その結果のうち正誤を調べる小問 01 ～ 25 についての
結果を，表 3-2-1 に，5 件法による小問 26 ～ 30 の結果を表 3-2-2A~E に示す。
表 3-2 -1　各問の学年ごとの正答率
正答率 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
小 3 94 33 13 6 60 67 86 86 86 86 83
小 4 91 47 38 24 62 74 97 97 97 94 94
小 5 97 62 38 57 68 84 97 100 100 100 97
小 6 96 58 27 50 69 69 92 85 85 88 88
中 1 88 42 18 58 88 79 97 97 100 91 97
中 2 96 67 40 75 81 90 100 100 100 100 98
大学生 96 84 64 92 96 92 100 100 100 100 100
全体 93 52 26 43 72 77 94 94 94 93 92
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
小 3 83 68 71 73 40 6 29 19 11 2 5 2 2 2
小 4 91 97 88 91 85 59 91 53 82 76 41 12 9 9
小 5 100 92 92 92 59 46 70 65 59 57 49 5 14 5
小 6 85 85 88 85 73 58 54 62 58 54 38 12 12 4
中 1 97 97 100 97 73 58 55 55 64 58 45 9 9 0
中 2 100 90 92 98 81 81 75 69 81 79 65 35 35 23
大学生 100 100 100 100 100 100 100 92 100 96 80 56 56 44
全体 92 86 87 88 67 48 58 52 57 51 39 13 13 7
表 3-2 -2A：　小問 26 の回答数
学年 /回答 1 2 3 4 5 総数
小 3 1 1 8 20 18 63
小 4 1 4 3 13 11 34
小 5 2 4 6 15 9 37
小 6 0 0 7 11 7 26
中 1 3 1 4 11 13 33
中 2 1 2 7 18 19 48
大学生 1 2 3 11 8 25
全体 9 17 40 95 80 264
表 3-2-2B：　小問 27 の回答数
学年 /回答 1 2 3 4 5 総数
小 3 0 0 6 22 20 63
小 4 1 6 11 9 5 34
小 5 1 5 13 14 3 37
小 6 1 1 4 11 8 26
中 1 6 4 11 8 3 33
中 2 1 18 16 8 4 48
大学生 0 12 7 5 1 25
全体 15 40 65 75 46 264
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3.3　調査の分析
3.3.1　5 件法による問の分析
前節の結果について，大体の傾向を見るために，5 件法の選択肢である 1~5 を間隔尺度と
みなし平均を計算してみた結果を，表 3 -3-1 に記す。
「どちらともいえない」のような中立的答えが 3 で，最低を 1，最高を 5 とする 5 件法である。
とりあえず 3.5 を超えているとその傾向があり，2.5 未満であるとその反対の傾向があるとみ
て良いだろう。それぞれの小問について細かく見てみよう。
表 3-3 -1　5 件法による問の回答の平均値
平均値 小問 26 小問 27 小問 28 小問 29 小問 30
小 3 4.10 4.29 3.75 3.20 3.00
小 4 3.91 3.34 4.06 4.19 2.97
小 5 3.69 3.36 3.97 4.06 3.22
小 6 3.85 3.81 3.81 3.15 2.81
中 1 3.94 2.94 3.06 2.78 2.09
中 2 4.11 2.91 3.83 3.94 2.57
大学生 3.92 2.80 4.41 4.40 2.60
全体 3.90 3.39 3.73 3.49 2.80
新奇性についての問い（小問 26）ではどの学年でも平均値が 3.5 を超えており，調査問題
について珍しいと思う傾向がある。難易度についての問い（小問 27）では，小 3，小 6 の学
級が 3.5 以上で難しいと感じ，それ以外の学級では，2.5 以上 3.5 未満の範囲に収まっている
表 3-2-2C：　小問 28 の回答数
学年 /回答 1 2 3 4 5 総数
小 3 2 0 14 19 9 63
小 4 0 0 5 20 7 34
小 5 0 2 5 21 8 37
小 6 0 0 6 14 5 26
中 1 5 3 11 11 2 33
中 2 4 3 3 24 13 48
大学生 0 0 0 14 11 25
全体 12 13 47 117 48 264
表 3-2-2D：　小問 29 の回答数
学年 /回答 1 2 3 4 5 総数
小 3 5 4 21 9 7 63
小 4 1 0 5 12 14 34
小 5 0 2 6 16 12 37
小 6 3 3 8 6 5 26
中 1 6 8 7 9 2 33
中 2 2 3 9 15 18 48
大学生 0 0 4 7 14 25
全体 22 24 62 73 58 264
表 3-2-2E：　小問 30 の回答数
学年 /回答 1 2 3 4 5 総数
小 3 9 8 9 14 6 63
小 4 3 7 14 4 4 34
小 5 1 7 14 11 3 37
小 6 3 6 8 6 2 26
中 1 12 8 6 4 1 33
中 2 11 11 14 9 2 48
大学生 6 5 8 5 1 25
全体 43 51 71 52 21 264
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ので，どちらとも言えないという中立的な答えが多いと言える。小 4 と小 6 を例外として無
視すれば，学年が進むにつれて，平均値が減少しているので，学年が進むにつれてやさしいと
思えていると言える。
表 3-3-2　5 つの問の間の相関係数
問 26 問 27 問 28 問 29 問 30
問 26 1.000 0.218 0.141 0.117 － 0.097
問 27 0.213 1.000 － 0.037 － 0.235 － 0.247
問 28 0.141 － 0.037 1.000 0.577 0.102
問 29 0.117 － 0.235 0.577 1.000 0.249
問 30 － 0.097 － 0.247 0.102 0.249 1.000
算数・数学との関連についての問い（小問 28）では，中 1の学級を除いては，3.5を超え，算数・
数学について関連があると思う傾向がある。問題の面白味についての問い（小問 29）では，中
1を例外として平均値が 3.0を超えている。中 1の値については，さらによく検討する必要が
あろうが，全体的の平均値は，3.49となっており面白いと感じる傾向にある。算数・数学の得
意・不得意についての問い（小問 30）では，これも中 1を例外として，2.5未満ではない。こ
の中 1での特徴に注目して，小問 29と小問 30との間の相関係数を，調べてみた。また他との
比較のために，この 5問相互の 25通りについて相関係数を調べた結果を表 3-3-2へ記す。
自分自身との相関係数は 1.000となるのは当然であるが，その他で相関係数の絶対値が最大
となったのは，問 28と問 29の間の，+0.577であった。算数・数学と関連があると思うことと，
このクイズが面白いと思うこととは，関連が強いことを示している。つまり，算数と関係のな
いクイズとして扱うよりも，算数の授業の一環として扱った方が，児童生徒の興味が持たれる
と思われる。また，学年を追うごとの増減についても，問 28と問 29との間に共通な傾向がある
ことも，この相関の強さから説明できることである。第 2位は，+0.249の問 29と問 30との間
の相関係数である。この相関は決して強くはないものの，算数・数学が得意な子どもがこのクイ
ズを面白いと思う傾向にあるので，得意な子どもがやや少ない集団である中 1では，面白いと
思う傾向が弱くなったと問29の中1での平均値が小さくなった原因を説明することができよう。
3.3.2　正誤による問いの分析
表 3-2- 2 に記した小問 1 ～ 25 の各学年の正答率の傾向をみるために，80％以上を A，30
％以上・80％未満を B，30％未満を C として表 3-2- 2 に記す。
これら 25 個をパターンに分類すると，以下の 6 つがあげられる。
①すべての学年で A となるもの
　小問 1，7，8，9，10，11，12 の 7 問
②小 3 のみが B で，それ以外の学年は A となるもの
　小問 13，14，15 の 3 問
③小 3 が B で，他の少数の例外を除き B となるもの
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　小問 2，5，6，16 の 4 問
④小 3 では C で，他の少数の例外を除き B となるもの
　小問 3，4，17，18，19，20，21，22 の 8 問
⑤中 2，大学生を除き C となるもの
　小問 23，24 の 2 問
⑥大学生を除き C となるもの
　小問 25 の 1 問
表 3-3-2　正答率の分類
　 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
小 3 A B C C B B A A A A A
小 4 A B B C B B A A A A A
小 5 A B B B B A A A A A A
小 6 A B C B B B A A A A A
中 1 A B C B A B A A A A A
中 2 A B B B A A A A A A A
大学 A A B A A A A A A A A
全体 A B B B B B A A A A A
　 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
小 3 A B B B B C C C C C C C C C
小 4 A A A A A B A B A B B C C C
小 5 A A A A B B B B B B B C C C
小 6 A A A A B B B B B B B C C C
中 1 A A A A B B B B B B B C C C
中 2 A A A A A B B B A B B B B C
大学 A A A A A A A B A A B B B B
全体 A A A A B B B B B B B C C C
この 6 つのパターンに属する小問のうち教材本体のものは，次のようなものである。
① すべての学年で A となるもの：　旗の表示を知って，入力から出力，あるいは，出力
から入力を答える。
②小3のみがBで，それ以外の学年はAとなるもの：　入出力の組から旗の表示を答える。
③少数の例外を除き B となるもの：　小問 6 と小問 16。
④小 3 では C で，他の少数の例外を除き B となるもの：　関数の合成，逆。
⑤，⑥少数の例外を除き C となるもの：　加法・乗法が混在した合成関数の逆。
③の小問 6 は，正答である判定を厳しくした結果，B となったもので，ほとんど②と同等な
ものである。小問 16 は，小 3 を「例外」の一部であると解釈すると，④と区別する根拠がな
くなる。同様に⑤と⑥とも取り立てて区別する必要はない。そこで，分類を統合して，次の
ような 4 つのタイプを考えることができる。
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【甲】 6，7，8，9，10，11，12 旗の表示を知って，入力から出力，あるいは，出
力から入力を答える。
【乙】 13，14，15 入出力の組から旗の表示を答える。
【丙】 16，17，18，19，20，21，22 関数の合成，逆。
【丁】 23，24，25 加法・乗法が混在した合成関数の逆
3.4　調査問題の結果から言えること
3.3 に述べたことをまず以下に箇条書きの形で抽出してみよう。
（1） 難易度についての感想（小問 27）では，学年が進むにつれてやさしいと思えている
傾向があった。しかし小 4 と小 6 に関しては例外的な変化があった。
（2） この教材は，算数・数学に関係があると，子どもは感じた。また，算数・数学が得意（小
問 30）な子どもがこの教材を面白い（小問 29）と思う傾向にあった。
（3） 旗の表示を知って，入力から出力，あるいは，出力から入力を答えるような，関数
の初歩に関する問題は，すべての学年で正答率が高かった。
（4） 入出力の組から旗の表示を答える問題については，小学校 3 年を例外として，正答
率が高かった。
（5） 関数の合成・逆について考える問題に関しては，中程度（30％～ 80％）の正答率で
あった。
（6） 「加法・乗法が混在した合成関数の逆」の問題に関しては，正答率が低かった。
ただし，（1）から，小 4 の回答者に関しては算数が得意な被験者，中 1 に関しては逆に数学
を不得意とする被験者が多かったと推察できる。この傾向は中 1 に関しては表 3-3-1 のデータ
によって支持される。また，小 4 については小問 29 の平均値が特異に高いことが表 3-3-1 に
見て取れる。直接には算数を得意とは言わなくとも，（2）の後半から得意と答える子どもと同
様な傾向があると推察できる。このため小 4 でのデータは小学校中学年の典型的なデータとみ
るには慎重になるべきであろう。そこで，教材本体に関する傾向として，（3）～（6）に対応する
次の 4 点を指摘する。
［ア］ 旗の表示を知って，入力から出力，あるいは，出力から入力を答えるような，関数
の初歩に関する問題は，すべての学年で正答率が高かった。
［イ］ 入出力の組から旗の表示を答える問題については，小学校高学年以降で，正答率が
高かった。
［ウ］ 関数の合成・逆について考える問題に関しては，中程度（30％～ 80％）の正答率で
あった。
［エ］ 「加法・乗法が混在した合成関数の逆」の問題に関しては，正答率が低かった。
このことから，入出力の組から旗の表示を答える問題について，小学校中学年での発達支援を
考えること，関数の合成・逆についてはすべての学年での発達支援を考えることが，課題となる。
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4　具体的な学習指導計画の提案
4.1　授業書の目的とその構成
第 1 章では，分数のかけ算のアルゴリズムの根拠を教える際の困難性について触れた。第 2
章では，DIME や酒井のプランをもとに，関数の初歩や，倍についての授業書開発例をみた。
また第 3 章では，関数の初歩に関する子どもの発達支援に関して，あらたな教材開発の必要が
あることを指摘した。そこで，ここでは分数のかけ算のアルゴリズムの根拠を子どもに理解さ
せることを目標に，倍操作などの学習を組み立てていく指導計画を考える。
教材の学年配当の制約があるので，このプランが同一学年で連続して扱える保証はないが，
特設単元のような形で適宜このプランを順に進めていけば，既存の単元での子どもの学習に寄
与することが期待されるだろう。この節では授業書全体の構想を述べ，次節ではそのうちでや
や具体的に授業書に記述するべき具体的内容を提案し，さらにその次の節である 4.3 では，現
行の学年配当に即した場合の扱いについて述べる。また，4.4 では，実際の（分数）×（分数）
を導入する授業で，このような授業書がどのような寄与をするか学習指導案の形で述べるとと
もに，まとめを試みたい。
Ⅰ　第 1 中単元　簡単な関数の導入
1．数の対応（2H）
単元の導入としてブラックボックスを用い，四則計算を行う。旗の図も使用する。単元開きの
意味もあるので，第 3章で子どもの認識にとっては必ずしも必要ではないとした教具も，子ども
の興味・関心を持たせる意味で，授業に持ち込み，クイズの形式をとった楽しい授業を目指したい。
第 3 章での正答率のタイプが A である小問が多く含まれている。小問　6，7，8，9，10，
11，12，13，14，15 やこれらの類題によって自習可能な問題集の形の教材によって
　　　　　・入力と操作から出力を当てる
　　　　　・出力と操作から入力を当てる
ことを扱う。 （1 ／ 2）
・限られた「操作」の候補の中から，｛入力・出力の組｝から，操作を選ぶ。 （2 ／ 2）
II 　第 2 中単元　関数の合成と関数の逆
2．倍の合成操作（4H）
第 3 章に述べたように，小学校中学年では，教材の自習によって学ぶことが困難な教材で
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ある。小問　16.17.18.19に対応する部分であるが自習教材としてではなく，授業で扱いたい。
ブラックボックスと旗の図を使用。初めは，DIME のように「2 倍してから 5 を足す」という
ような操作を扱う。例：3 を入れた場合，3 →× 2 → 6 →  + 5 → 11 というような，途中の
数（この場合 6）も記述させる。その後酒井のプランのように「2 倍してから 3 倍する」よう
な操作を扱う。DIME での学習のように途中の数の記述をすることで，2 倍してから 3 倍する
ことは 5 倍ではなく，6 倍になるということを理解させる。
・入力と複数の旗の並びから，出力を当てる
・複数の旗の並びと出力から，入力を当てる
・入力と出力の組と，一か所を欠いた旗の並びから，欠けた旗を当てる。
・入力と出力の組となるように，並べるべき旗の組を，適切に並べ直す。
表 2-3-1　の中に紹介した，Puzzle Page（旗の図に関するクイズ　─旗を並べる順─）
などを参考とする。
4.2.1 として具体的な授業書例を提案したい。 （1 ／ 4）
・1 ／ 4 の内容を子ども同士で問題を出し合う。 （2 ／ 4）
・2 つの旗の並びと同じ機能を持つ 1 本の旗を答える。（加法の合成と，乗法の合成）
・2 つの旗の合成について，法則を言語化する。
資料 A の調査問題の【5】①，②，③参照 （3 ／ 4）
・ 合成された旗と，2 本のうち欠いた 1 本とが，同じ機能を持つときについて，欠いた 1 本の
機能を当てる。
・ 合成された旗と，3 本のうち欠いた 1 本とが，同じ機能を持つときについて，欠いた 1 本の
機能を当てる。 （4 ／ 4）
3．逆関数（2H）
逆移動で表示される旗の裏。小問　20.21　に対応する教材を扱う。
4．合成関数の逆（2H）
［× 2］してから［＋ 3］の逆は［－ 3］してから［÷2］すること。小問　23.24.25 に対応
する教材を扱う。
III　第 3 中単元：加法と減法，そして，加法と乗法，さらに，乗法と除法
5．加法と減法の演算の旗の並び（4H）
 + 6  と－ 2  とを並べる。それと同等な機能を持つ 1 本の旗はあるか？
・並びから，それと同等な 1 本を当てる。
・同等な 1 本と，並びのうちの 1 本から，残りの 1 本を当てる。
・旗の並びが， + Ｍ  と  －N  の形のもののみのときには，旗の順を自由に入れ替えることが
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できること
6．乗法と除法の合成（2）（4H）
［12 を 4 倍して 1─
3
倍したときの答えを出す。（操作の順番を入れかえて考える。）］
→　÷ M　→　× N　→　　　　　と
→　× N　→　÷ M　→　　　　　とが，
同等な操作であることを，いくつかの入出力の組で，法則として感じさせる。商分数につい
ても復習したい。
その上で，それを，× N─
M
　 と書くこととすること。4.2.2としてこの部分の授業書作成を試みる。
4.2.2 として具体的な授業書として提案する。
7．恒等操作（無機能な旗）
・　＋ 0　， － 0　，× 1　，÷ 1　という旗の機能について。
・　÷ M　は，× 1─
M
　 とも書けること。× M　は，× M―
1
　 とも書けること。
8．量分数（2H）
小数で表していた半端の表し方が，6. で述べた分数によっても表すことができることに触
れる。量分数を既に学んだ子どもに，倍操作としての意味付けを付与するところである。
9．約分（2H）
操作としての分数と，数としての分数（数直線で表す）。素因数分解。
10．分数倍の合成（3H）
この部分の授業書については，4.2.3 として別記する。
IV　第 4 中単元：　計算と文章題に関する練習
11．帯分数を掛けるということ（2H：計算練習も含める）
分数の乗法に関する文章題　（演算決定も含める）
12．分数で割るということ（3H）
13．分数で割ることに関する文章題（2H）
演算決定も含める。
4.2　具体的な授業書の提案
4.2.1　倍の合成操作（その 1）
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倍の合成操作
今までは 1本の旗のときを考えてきました。旗が複数ある場合について考えていきましょう。
問題 1）○の中にあてはまる数を書きましょう。
　　 このように間の数を
　　省いて書くことも
　　できます。
問題 2）下に 3 本の旗があります。この旗の順番を工夫して入力が 10 のとき出力を 28 にするに
は旗をどのような順番に並べればよいでしょうか。また，入力が 10 のとき，出力を 27 にするこ
とはできますか？
3
×2 ×3
3
×2 +5
3
×2 +5
×3 +2
14
×3+1
12
+1 ×2 +3
2810
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問題 3）　＋ 1　　× 2　　＋ 3　　× 4　の 4本の旗を並べます。5を入力にして，次のそれぞれの数
が出力になるような，旗の順番を答えましょう。
　（1）　　60　
　（2）　　44　
　（3）　　65　
　（4）　　51
［メモ欄］
上の（1）～（4）の中で，そのような出力になる旗のならべ方が一通りだけではないものもあります。
グループで話し合ってみましょう。
問題 4）　次は旗に何が書いてあるかを考えましょう。
 10 33
 3 12
 5 18
+1
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異演算の合成 2
前節までに，2 つの旗［＋ 5］と［－ 3］とを順に並べたものは，
　　　　　　2 つの旗［－ 3］と［＋ 5］とを順に並べたものと，同じ働きをしていること。
また，これらと，同じ働きをする 1 本の旗は，［＋ 2］であることを学んできました。
ここでは，［× 6］とか［÷ 2］とか，何倍かをしたり，何等分かをしたりする旗の中から，複数本とって，
順に並べたものの働きについて考えます。
1
[ 問題 1]　それぞれの出力を書きましょう。
何か気付いたことは，ありますか？　別何か気付いたことは，ありますか？　別の何倍かする働き
の 2 本の旗（例えば，4 倍する旗と，10 倍する旗の 1 本ずつの 2 本）についても，同じことが成
り立つかどうか，調べてみましょう。
［お話し 1］
　4 年生のときに学んだように，（○×△）×◇＝○×（△×◇）のような性質があります。
ちょっと難しい言葉で「結
けつごう
合法
ほうそく
則」と呼びます。
　上の図の左側の出力は，それぞれの入力を，□とかくと，（□×2）×3 と書くことができます。
　右側の出力は，□× 6 ですね。これが，左側の入力が等しいものと，同じものになることを，
結合法則を使って説明することができます。
　左の出力は，（□× 2）× 3。結合法則で，（□×2）×3 ＝□×（2×3）
一番右の括弧の中を計算すると…？
［問題 2］　次の（1）～（5）について，2 本の旗で表わされた働きの合成が，1 本の旗で表わされ
た働きになるように，空欄に旗の表示を補いましょう。
2 本の旗 1 本の旗
例 × 2 × 3 × 6
（1） × 5 × 7
（2） × 8 × 4
（3） × 7 × 21
（4） × 6 × 30
（5） × 15 × 45
4.2.2　掛けてから割るか，割ってから掛けるか
入力
 　5
 　9
 　6
×2 ×3
入力
 　5
 　9
 　6
×6
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2
［÷ 4］（4等分する）の逆操作は，［× 4］（4倍する）。また，「3倍する」の逆操作は，「3等分する」
でした。この時間では，何等分かする複数の旗を並べたときの働きについて考えましょう。そして，
もうひとつ，思い出しておきましょう。「靴下をはいてから，靴をはく」の逆は？
［問題 3］　左の 2 本の旗の働きと，右の 1 本の旗の働きが同じにするには，右の旗の表示をどうし
たらよいでしょうか。左の入力と同じ入力を右に行った時に，右の出力が，それぞれ左の出力に等
しくなったように図に書きくわえてから考えましょう。
［お話し 2］
　
 　の逆は
              　　　　　　　                                                                                ↓　つまり
　　←
　もとのものは
　この逆なので
（ことばと式でまとめましょう）
　÷○　という働きと　÷△　という働きとの合成は，÷（　　　　）になります。
［問題 4］次の（1）～（5）について，2 本の旗で表わされた働きの合成が，1 本の旗で表わされた
働きになるように，空欄に旗の表示を補いましょう。
2 本の旗 1 本の旗
例 ÷ 4 ÷ 3 ÷ 12
（1） ÷ 6 ÷ 7
（2） ÷ 9 ÷ 8
（3） ÷ 6 ÷ 36
（4） ÷ 8 ÷ 40
（5） ÷ 12 ÷ 48
入力
  12
  36
  24
÷4 ÷3
入力
   12
   36
   24
÷3÷4 ×4 ×3
÷12 ×12
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3
［問題 5］
　3 本の旗の合成を考えます。
それぞれの出力を計算しましょう。また，この 3 つの操作を合成したものを，1 つの旗で表わすこ
とはできますか？　そして，それはどうしてでしょう。
［問題 6］次の（1）～（5）について，複数の旗で表わされた働きの合成が，1 本の旗で表わされ
た働きになるように，空欄に旗の表示を補いましょう。ただし，斜線のある行は 2 本の旗を合成し，
「例」のように「-------」のない行は 3 本の旗を合成します。
複数の旗 1 本の旗
例 × 3 × 2 ÷ 3 × 2
（1） × 4 ÷ 2 × 2
（2） ÷ 5 × 7 × 5
（3） × 21 ÷ 3 -------
（4） × 42 ÷ 7 -------
（5） ÷ 13 × 65 -------
［問題 7］次の（1）～（5）について，複数の旗で表された働きの合成が，1 本の旗で表された働
きになるように，空欄に旗の表示を補いましょう。
複数の旗 1 本の旗
例 ÷ 3 ÷ 2 × 3 ÷ 2
（1） ÷ 5 × 7 ÷ 7
（2） × 4 ÷ 3 ÷ 4
（3） ÷ 15 × 3 -------
（4） ÷ 48 × 8 -------
（5） × 7 ÷ 56 -------
4
［問題 1］四角にあてはまる数をかきましょう。
［お話し］ここから×○と書かれた旗と÷○ と書かれた旗は入れかえても答えが同じということ
がわかりました。5 年生で商分数を学びました。×Ｍ →÷Ｎは，÷Ｎ→×Ｍと同じ働きとなり
ますが，これを「
M
―
N 
倍する」と言うのでした。
入力
 　5
 　2
 　7
×2×3 ÷3
÷6×5
入力　　　　　　　　　　　　　　 　出力
 　　　 12     →　　　　    →
　　　 60     →　　　　    →
÷6 ×5
入力　　　　　　　　　　　　　　 　出力
 　　　 12     →　　　　    →
　　　 60     →　　　　    →
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分数倍の合成
［問題 1］［× 3─
5
 ］の旗と［×
2
─
7
］の旗の合成を考えます。
（1）　2 本の旗を 4 本の旗で表してみましょう。
（2）　その 4 本の旗をもっと簡単にできますか。
旗の図を書く代わりに，［×
3
─
5
  ］→［× 2─
7
］と矢印で合成を表すことにします。ここでは，
［× 6］→［÷ 35］と整数倍と整数等分それぞれ 1 本ずつの合計 2 本の旗で表せますね。
［問題 2］ ［× 4─
5
 ］→［×
3
─
4
 ］を整数倍と整数等分それぞれ 1 本ずつの合計 2 本の旗で表しま
しょう。
この問題を解く途中で，［÷ 5］　→　［× 4］　→　［÷4］　→　［×3］　の形に変えることがで
きますね。前のページの問題 7 の考えを使うことができますか。
［練習］
（1）　［×
3
─
4
 ］　→　［× 5─7 ］
（2）　［×
4
─
5
］　→　［×
1
─
6
 ］
（3）　［×
4
─
5
］　→　［×
15
─
61
］
（4）　［×
2
─
9
］　→　［×
3
─
4
 ］
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4.3　授業書の学年配当
4.2 で述べた授業書は，合計 32 時間に及ぶ授業時間を用意することが求められる。現行の
教育課程での算数の授業時間でこれをまかなうことはかなり困難なものと言わざるを得ない。
しかし，この授業書をできる範囲で可能な学年での特設単元として扱って準備することは，考
えられないことでもないだろう。また逆に，既習の内容をなぞるだけのために扱うのではなく，
新しい学習内容の理解をより深めるための扱い方によって，授業書の価値を高めることができ
よう。そこで，現行（平成 20 年改訂）の学習指導要領による学年配当での，授業書の取り扱
いについて表 4 - 3 -1 にまとめておく。
表 4-3 -1　授業書での学習内容と学年配当
学年配当やこれまでの記述の概要 提案
Ⅰ　第 1 中単元　
簡単な関数の導入
　第 3 章でみたように，特に乗法に関しての関数の導入に，
小学校 3 年生ではやや困難が示されていた。数に関する操作
は，加減的なものと乗除的なものと両方を扱うことによって，
順序を入れ替えることができるかなどの考察が行えるので，
加減的なものだけでなく，乗除も扱える学年が望ましい
4 年以降。自習
で扱ってもよい。
II 　第 2 中単元
関数の合成と関数の逆
2．倍の合成操作（4H）
3．逆関数（2H）
4．合成関数の逆（2H）
　現行の学習指導要領では，あまり顕著には表れてはいない
内容で，一部の検定済教科書での工夫として類似のものが扱
われている内容である。
子どもにとっても新奇性のある内容である反面，クラスの中
での理解度にばらつきが起こる危険もあるので，授業で子ど
もの様子をみながら扱う。
4 年以降で自習
ではなく，授業
で扱う。
III　第 3 中単元
加法と減法，そして，
加法と乗法，さらに，
乗法と除法
　4.2 で見たように，乗除に関しての可換性（旗の順番を入
れ替えることが可能であること）は，5 年生での商分数の扱
いが前提となる。
5 年以降
なお，「IV　第 4中単元：計算と文章題に関する練習」に関しては旗の図に関する授業書の範
囲ではない。現行の学習指導要領での学年配当が 6年生であることを指摘するにとどめる。次の
4.4で，この授業書が既習であることを前提とした「分数の乗法の授業」を提案する。この提案を
実現するために，表 4 -3-1の「提案」の項には，それぞれ「6年までに」を付け加えるべきである。
また，特に第 3 中単元での「10．分数倍の合成　（3H）」に関しては，4.4 で提案する授業
の直前で扱われている方が，子どもの印象が強く，多様な考えのひとつとして寄与することと
なるので，現行の学年配当では 6 年で扱われる方がよいだろう。
そこで，表 4 -3 -2 のような学年において，授業書の「中単元」を，時間の余裕を作っての
特設単元として，各学年へ分割して扱うことを現実的な対処として提案する。
表 4‐3‐2　授業書の学年配当の提案
小 4 小 5 小 6
第 1 中単元（2H） 　○　→ →
第 2 中単元（8H） 　　　　← 　←○→
第 3 中単元（15H） 　　　　　　　　← ○→
第 4 中単元（7H）は，通常
の分数の乗法に統合して扱う
　　　○
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4.4　分数の乗法の授業
以上に提案した授業書が既習であることを前提にして，分数×分数の授業を考えたい。まず，
学習指導案の形で提案する。
4.4.1　分数×分数の学習指導案
（ねらい）既習の分数の意味や，倍操作の働きの合成の性質などを用いて，分数×分数の計
算の仕方を理解する。
（本時の展開）
時間 学習活動
（○は教師の働きかけ，・は子どもの予想）
留意点
0
10
20
40
45
課題をつかむ
○　「式は何ですか？」
・2 つの分数がもし整数だったらと考える。
・言葉の式にあてはめる。
・数直線に書いて考える。
○　「では，この式の答えは何でしょう」
・
1
─
5
dL でぬれる面積を求めてから考える。
・ かける数を整数になおしてから考える。
　（P × Q ＝ P ×（Q × M）÷ M の利用。）
・旗の図を利用する。
・面積で考える。
・小数に直して考える
練り上げ
○自力解決で出た考えを発表する。
○出てきた考えを比較する。
（詳細は，4.4.2 で述べる。）
まとめ
分数×分数の計算の仕方についてまとめる。
既習事項の確認は，前時に行っておく。
何算か？などと聞いて乗法の式であるこ
とを確認する。
子どもの様子によって，「見通し」とし
て過去に類似の問題をどう解決したのか
振りかえってもよい。
1dL で，板を
3
―
5
㎡ぬれるペンキがあります。こ
のペンキ
4
─
5
dL では，板を何㎡ぬれますか。
分数×分数の計算の仕方を考えよう。
分数どうしの計算は，分母どうし，分子どうしを
かける。
b
─
a
×
d
─
c
＝
b× d
a× c
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4.4.2　学習指導案の解説
成城学園初等学校の実践（1）や教科書の教師用資料（2）を参考に前項 4.4.1 に学習指導案を
提示した。そのやや詳細を以下に述べる。
この学習指導案は，問題解決型授業の形式となるように提案した。練り上げの段階で，子
どもの多様な考えを発表させることにより，同じ問題に対する多様な考え方に触れて，新し
い概念を順次把握させることを目指している。
解決すべき問題として，成城学園初等学校のものを選んだ。乗法の対象である分数を小数
になおすことができるので，あとに述べる≪考え方 E ≫が出るように工夫したものである。
このような新しい演算の導入においては，
［文章題の提示］─［式は何ですか］─［答えは何ですか］─［計算方法の抽出］
の順番をもつ形式をとることが多いが，これもこの形式をとっている。まず，［式は何で
すか］の問いによって，子どもは，（分数）×（分数）の式を立てることになる。そのよう
な文章題を選んでいる。
文章題の「1dL で，板を○○ぬれる」で 1dL 当たりの量がわかっていて，さらに，「この
ペンキ○○」とペンキの量が示されて，「板を何㎡ぬれますか。」と全体量が聞かれているこ
とから，ひとつ当たりの量に関連することがわかる。そこで子どもは，四則演算のうち，た
し算，ひき算ではなく，かけ算，わり算であると判断する。さて次に，A×B ＝ C の A，B，
C の 3 者のどれが文章題の分数であるかを考えることになる。その考え方として次の 3 者
をあげている。
　　　　・2 つの分数がもし整数だったらと考える。……①
　　　　・言葉の式にあてはめる。　　　　　　　　……②
　　　　・数直線に書いて考える。　　　　　　　　……③
この問題では，文章題に 2 つの分数が入っている。もし，これが整数であったら 1dL の
ペンキでぬる動作を繰り返すことを考えて答えを出すことができるだろう。①は，このよう
に累加に帰着させて式を導く方法である。以上のような仮に考えた整数を「擬変数」と呼ぶ
ことがある（3）。
これを一般的な言葉にして公式のように書いたものが言葉の式である。この場合，
（1dL でぬれる面積）×（使う量）＝（ぬれる面積）
となる。はじめから，この言葉の式を出すことができれば，①の段階を省略できる。
さて次に，③について考えよう。この考えは，学習指導要領でいう「簡単な比例関係」を
利用したもので，2 本の数直線のそれぞれに，ペンキをぬれる面積とペンキの量を対応させ，
2dL に対応するのが 3─
5
 ㎡であって，この関係のもとに 4─
5
 dL に対応する面積を求めるもの
である。後者は，前者の 4─
5
 倍となっているので，（分数）×（分数）の式を導くことができる。
このように 2 本の数直線を用いる考え方では，倍を使う考え方が駆使されている。
次に「この答えは何ですか。」の自力解決に入る。学習指導案には，5 通りの子どもの考
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えの予想を記している。それぞれを見ることにしよう。
最初に，「小数に直して考える」について述べる。成城学園初等学校（1）では，『だから「小
数と分数」は一緒に教える』という書名のように分数のかけ算は，小数と関連づけて教えら
れている。小数は，分数でも表わすことができ同じ数を表わしている。この問題の場合，出
てくる分数は，比較的容易に小数に直すことができる。この授業で準拠している教科書（2）
の問題は，4─
5
 × 2─
3
であったのを乗数を小数に直せる形としたものである。この立式は，以
前に小数のかけ算として扱ったものであるので，かけ算としての意味がとらえやすく，また
積もどのような大きさか小数の計算によって求めることができる。ただし，必ずしも分数は
有限小数に直せるわけではないので完全な解決にはならない。
第二に，「面積図で考える」について述べる。かけわり図で考えるとも言える。被乗数を
長方形のたての長さ，乗数をよこの長さとして表わして，その面積がどのようになるかを考
える方法である。実際に長方形を書いてみると，たての長さを 3 等分，よこの長さを 4 等
分すれば 1 辺の長さが 1─
5
 の正方形が 12 個並んでいることがわかる。これによって，積が
12
─
52
 であることを知るのである。この方法は，積の値を確実に出すことができ，しかもこれ
までのかけ算とこの計算が関連をもっていることを示す方法である。しかし，分母の 25 が
あるいは分子の 12 がどのように出てきたのか考察を要する。
第三に，「1─
5
 dL でぬれる面積を求めてから考える」について述べる。この方法では，図
としては 2 通りの方法が考えられる。面積図の方法と数直線による方法である。考え方と
してはどちらも大差がないので，詳細は省略するが，4─
5
 から 1─
5
 と乗数を変える考え方の中
に 4 等分という 4 倍の逆変換の考えが含まれている。この意味では，実際の量を少し離れ
て操作に関する考え方を使っている方法である。
第四に，「かける数を整数になおしてから考える」について述べる。この言葉のままでは，
意味が通じにくいので学習指導案では（P×Q＝P×（Q×M）÷Mの利用。）として注記した。
この問題の場合，4─
5
 をかけている。分数をかけることは，未習である。しかし，分数に整数
をかけることは既習であるので，まず 3─
5
 に 4 をかけようとするのである。長方形の面積を
求めるにあたっては，考えつきにくい方法とも言えようが，ここでは数の性質
P × Q ＝ P ×（Q × M）÷ M を利用しているのである。Ｐは被乗数 3─
5
 であり，Ｑは乗数
4
─
5
 である。Ｍは，Ｑにかけて整数にする数であるので 5 である。これによって，分数をか
ける計算は 4 倍して 5 等分するという既習の計算の合成として扱えることになる。この方
法は，小学校 5 年生にとってやや高級な数の性質を用いるので意味がわかりにくいが計算
の方法としては単純であるので覚えやすい方法と言えるだろう。
最後に，「旗の図を利用する」について述べる。この方法は，本研究で作成してきた授業
書の内容を活用する方法とも言える。授業書で示したことは，2 つの分数倍の合成はその 2
つの積倍となるという事実である。ここでは，2 つの分数の積を求めているので，この考え
方は逆の思考をしていると言える。この意味では，子どもにとって思いつきにくい方法であ
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るが，旗と旗のキャンセルなど約分に通じる動作が視覚化されるので計算の見通しが得やす
い。
以上のように多様な考えが自力解決の場面で生ずることとなるが，それを集団解決の中で
交流させ練り上げていくこととなる。
4.4.3　提案した授業についての評価
前項 4.4.2 で提案した授業は，分数×分数の単元での，既習事項の復習を除けば一番初
めの授業であった。分数×分数は，言うまでもなく，かけ算である。これが出題され問題
解決に当たるには，どれくらいの大きさなのかを知ることが重要である。
その問題解決型授業の中での，自力解決中の子どもの予想として，表 4- 4 -1 に掲げるよ
うな考えを挙げた。この 5 通りの考えに対して，
（1）一般性，（2）「量感・自然な発想」，（3）法則性の理解
という 3 つの観点で評価を加えている。「（1）一般性」に関して，「小数に直して考える」
が劣るのは，必ずしもすべての分数が有限小数に直らないことを意味している。
量感・自然な発想に関しては，「旗の図を利用する」は，乗法の問題を考えるのに，働き
の合成を考えるのは，逆転の発想であって，かなりの飛躍があるように思われる。30 数人
のクラスの中で，多くて 2・3 人，ことによると誰も気付かない発想であるかもしれない。
ただ，その確率は，直前の単元で，4.2.3 に記した授業書で授業を行うことによって，幾分
か高まることになるだろう。
表 4-4-1　自力解決での子どもの考えの予想としてあげた諸タイプ
4-4-2 での順 考えの概要 一般性 量感・自然な発想 法則性の理解
1）最初に 小数に直して考える × ○ ×
2）第二に 面積図で考える ○ ○ △
3）第三に 1─
5
 dL でぬれる面積をまず考える ○ ○ △
4）第四に かける数を整数になおして考える ○ △ ○
5）最後に 旗の図を利用する ○ × ○
3）の「 1─
5
 dL でぬれる面積をまず考える」が，求めようとする一部分についてまず考え
るために，乗数の分母等分している。一部分に関して求めるのは，自然な発想と言える。こ
れに比べて，4）の「かける数を整数になおして考える」は，逆にいきなり乗数の分子倍を
行っている。乗数の分子倍と，乗数の分母等分とは，順番を入れ替えても操作としては同じ
ことになるので，3）を自然な発想と認めた上で，4）が 3）での操作を逆の順番で行ったも
のとして把握することで，4）の手続きが了解されることになる。この意味で，4.2 に記し
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たような授業書を，事前に行っていることによって，上述の把握を助けることになるだろう。
また，5）「旗の図を利用する」は，事前の授業書での学習なしに，子どもが発想するこ
とは難しいだろう。しかし，「分母どうしの積が積の分母で，分子どうしの積が積の分子に
なる」ことをスムーズに把握するには，良い方法と言えるだろう。
問題解決型学習での集団解決の場面は，いろいろな思考タイプの子どもが意見交流をする
ことによって，個々の子どもの理解を深化させる役割を持っている。
例えば，面積図で考えていた子どもが，旗の図の方法を知ることによって，出現している
数がどのように積に関わるのか知ることができるだろう。また反対に，旗の図の利用によっ
て分数×分数の結果は出るものの，かけ算の結果出た数がどれくらいの大きさを理解する
ことは難しい子ども，あるいは，塾でやり方だけ教わったものの，その数がなぜ出てくるの
かわかっていない子どもにとっては，面積図の方法を知ることによってかけ算の結果出た答
えがどのくらいの大きさなのかをとらえることができるだろう。
このように様々な方法を交流させることによって，同じ計算に対して複数の意味づけをも
たせ多面的な理解を導くことが可能となる。「分数同士のかけ算は分母同士，分子同士をか
けて計算する。」という分数×分数の計算の方法として漠然としているまとめも，様々な考
え方と結び付けて考えることで理解が深まると考える。
このように，事前に 4.2 で述べたような授業書を扱っておくことは，自力解決での子ども
の考えを多様にする利益の他に，他の考え方の理解にも寄与する。具体的に言えば，この場
合について特に，第四の考えをより自然な発想と思えるようにし，第三の考えに関する理解
の補助となっていると指摘することができよう。
4.4.4　まとめ
以上に述べてきたように，旗の図に関する授業書をつくり，それをもとにした授業を学習
指導案の形で，提案した。授業案を使った授業は，特設単元として延べ 25 時間に及ぶ時間
の工面を必要とするものであった。しかし，この活動を行うことによって，次の利点がある
ことが指摘できる。
1. 分数×分数の授業において，その演算を関数の合成としてとらえる。その結果，問
題解決型授業の価値を高めることを，すでに，前項で述べた。
2. 中学校での学習内容である正負の数の計算への素地となる。例えば，［＋ 6］→［－ 8］
の旗の合成で，正負の数の足し算を学習することに対して，今回の学習指導案で見た
ような計算の答えがでる根拠のうちの 1 つを提供し，多面的な理解を導けることが期
待される。
3. 関数の概念を明示的に教えることができる。小中高の算数・数学の中で，正比例，1
次関数，2 次関数，指数関数などの個々の関数は教えられているが，関数そのものに
ついてまとまった扱いはあまり見られない。この意味で，関数概念の見通しをもち先々
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の個々の関数の学習に資する。
このような利害得失を勘案してみると，そのクラスの置かれた状況によって判断がわかれ
るところである。
以上に 4 章にわたって考察を続けてきた。授業書の具体を取り入れたこともあり，かな
りのページ数に及ぶこととなった。分数の学習には，それなりの既習事項が必要であるとい
うことがわかる。それらをふまえて授業を行うことは大変である。この授業書では，いくつ
かの既習事項を系統的に並べることによって，その大変さが少し軽減されることが期待でき
る。しかし，書いた本人である私でさえも実際の授業に当たっては，不安が残ることも確か
であるが，全く考えなかったことに比べれば 2 年間にわたる卒業研究によって少しはその
不安が少なくなったと感じている。実際の子どもとの出会いによって確かめていきたい。
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